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20η Άσκηση 
 

ορισμός παραγώγου 

 

Δίνεται συνεχής συνάρτηση f :  για την οποία ισχύει ότι    f x x f x    για κάθε x και 

 f 0 0 . Να δείξετε ότι 

α)  f x 0  για κάθε x 0  

β) η f έχει ελάχιστο. 

γ) η f δεν είναι γνησίως μονότονη. 

δ) η f δεν είναι περιττή. 

ε) η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x = 0. 

στ) η f έχει σύνολο τιμών το  0, . 

 

Στέλιος Μιχαήλογλου  
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Λύση 

 

α) Για κάθε x 0 είναι    f x x 0 f x 0      και για κάθε x 0  είναι  f x x 0  , άρα 

 f x 0  για κάθε x 0 . 

ή 

     f x x f x x f x     . 

Για x 0  ισχύει  x 0 οπότε  f x 0 . 

 

β) Επειδή  f x 0  για κάθε x 0 και  f 0 0 , είναι    f x 0 f 0  για κάθε x , οπότε η f έχει 

ελάχιστο το 0 για x = 0. 

 

γ) Αν α < 0, τότε  f α 0  και αν β > 0 τότε  f β 0  

Αν η f ήταν γνησίως αύξουσα, τότε επειδή  α < 0 θα ήταν  f α 0  που είναι άτοπο. 

Αν η f ήταν γνησίως φθίνουσα, τότε επειδή β > 0 θα ήταν  f β 0  που είναι άτοπο. 

Άρα η f δεν είναι γνησίως μονότονη. 

 

δ) Έστω ότι η f είναι περιττή, τότε για κάθε x  είναι    f x f x  . 

Αν στη σχέση  f x x  αντικαταστήσουμε όπου x το – x, προκύπτει

     f x x f x x f x x      .Όμως  f x x , άρα  f x x, x   που είναι άτοπο γιατί τότε 

η σχέση  f x x   γίνεται x x 2x 0 x 0       που δεν ισχύει. 

ή 

Έστω ότι η f είναι περιττή, τότε για κάθε x  είναι    f x f x  . 

Αν στη σχέση  f x 0  αντικαταστήσουμε όπου x το – x, προκύπτει      f x 0 f x 0 f x 0     

οπότε  f x 0  για κάθε x άτοπο . 

 

ε) Έστω ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x = 0, τότε  
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
f 0 lim lim

x x  

 
   . 

Για x < 0 είναι  
         

   
x 0

f x f x f 0 f x f 0x
f x x 1 lim 1 f 0 1 1

x x x x

 
               

Για x > 0 είναι  
         

   
x 0

f x f x f 0 f x f 0x
f x x 1 lim 1 f 0 1 2

x x x x

 
           

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει άτοπο, οπότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x = 0. 

 

 

στ) Επειδή για κάθε x είναι  f x x  και 
x
lim x


   είναι  
x
lim f x


  . 

Επειδή η f είναι συνεχής,    f x 0 f 0  για κάθε x και  
x
lim f x


  , η f έχει σύνολο τιμών το 

 0, . 

 

 

 

 

 


